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Abstract
In the fall of 2013, a scientific journalist named Steve Mould discovered a
new phenomenon. He pulled a simple metal chain from a beaker, and found
that instead of simply falling down, the chain created a fountain. Cambridge
physicists J. S. Biggins and M. Warner have since written an article pre-
senting an explanation. They posit that an anomalous force pushes upwards
on the chain from the pile of chain in the beaker, thus creating the chain
fountain. The goal of this project is to put their theory to the test experi-
mentally, and to evaluate the degree to which their model is able to predict
how the chain fountain will act. This is done by using chains of varying
sizes. From the experiments we have found that their model is in fact not
able to predict exactly how the chain will react, when the size is different
from the one they have used in their own experiments. A follow-up article
by J. S. Biggins is used, and by using the expansion of the model presented
herein, our observations conform to the models predictions. The conclusion
is that while their model is able to predict how the chain fountain will react
to a reasonable degree, it is not an entirely satisfactory explanation of the
phenomenon, and further study is required.
Resume´
I efter˚aret 2013 opdagede en videnskabelig journalist ved navn Steve Mould
et nyt fænomen. Han hev i en metalkæde der l˚a i et bægerglas, og obser-
verede, at der skabtes et springvand, alts˚a at kæden ikke røg lige ned, men
skabte en bølge oppe i luften. To fysikere fra Cambridge ved navn J. S. Big-
gins og M. Warner har skrevet en artikel hvori de forklarer kædespringvandet.
De p˚ast˚ar, at en hidtil uforklaret kraft skubber opad p˚a kæden, hvorfor der
opst˚ar et kædespringvand. Ma˚let med denne rapport er at teste deres model
eksperimentelt, og at evaluere hvor brugbar deres model er til at forudsige
kædespringvandets opførsel. Dette gør vi ved at bruge to kæder med forskel-
lige størrelser. Ud fra de eksperimenter vi har foretaget har vi fundet at den
model de har præsenteret i deres første artikel ikke kan forudsige hvordan
kæden opfører sig, n˚ar vi bruger en størrelse der er anderledes end den de
selv har brugt. I en anden artikel af J. S. Biggins, der ændrer og udvider
modellen, præsenteres en anden ma˚de at regne p˚a kædespringvandet, og ud
fra denne, kunne vi f˚a resultater der passede med de observationer vi havde
lavet. Konklusionen p˚a rapporten er, at deres model i nogenlunde grad er i
stand til at forudsige hvordan kædespringvandet opfører sig, men at det ikke
er en fyldestgørende forklaring, og at der er behov for at studere fænomenet
videre.
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Kapitel 1
Anvendte konstanter og
symboler
Variabel Symbol
Højden fra jorden til kædebunkens top h1
Højden fra kædebunkens top til springvandets top h2
Kædespændingen umiddelbart over kædebunken TT
Kædespændingen i toppen af kædespringvandet TC
Kædespændingen umiddelbart over jorden TF
Masse per længdeenhed λ
Inertimoment I
Vinkelacceleration ar
Tyngdeaccelerationen g
Hastighed v
Kraft F
Masse m
Acceleration a
p-værdi p
Standardafvigelse σ
Standardfejlen p˚a middelværdien ∆x
Antallet af datapunkter n
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Variabel Symbol
De to kædekonstanter α og β
Radius r
Reaktionskraften fra kædebunken R
Længden af stangen i modellen b
4
Kapitel 2
Indledning
Kæderelateret fysik er ikke et nyt felt, og har faktisk tiltrukket en del op-
mærksomhed i løbet af historien. Siden den første metalkæde blev opfundet,
har man af forskellige a˚rsager forsket i hvordan kæder opfører sig i forskellige
scenarier. Det kan derfor generelt siges, at emnet er relativt godt undersøgt.
Alligevel har der, indenfor det seneste a˚r, vist sig at være et omr˚ade indenfor
fysik der relaterer til kæder, som slet ikke har været undersøgt. En viden-
skabelig journalist ved navn Steve Mould viste, at hvis man lader en kæde
ryge ud over kanten af et bægerglas, vil kæden ikke bare falde direkte ned,
som man kunne have tænkt sig, men i stedet skabe en bølge der springer
op af bægeret, et s˚akaldt kædespringvand. Dette fænomen er, s˚a vidt vi-
des, ikke observeret før, og der har derfor været en vis interesse for, at kunne
forklare det videnskabeligt. Vores projekt tager udgangspunkt i artiklen “Un-
derstanding the Chain Fountain” [2] af J. S. Biggins og M. Warner, samt en
efterfølgende artikel af Biggins, “Growth and Shape of a Chain Fountain”[1].
I disse artikler opstiller de en model og en udvidelse af modellen, der for-
klarer hvordan og hvorfor springvandet opst˚ar. Det viser sig at springvandet
ikke kan opst˚a, hvis man kun tager den gængse forst˚aelse af hvordan kæder
opfører sig i betragtning, og de har derfor været nødt til at opstille en al-
ternativ model, der kan forklare hvordan bølgen opst˚ar. Modellen forudsiger
at h1 og h2 er proportionelle, og at alle kæder har kædekonstanter α og β,
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som afgører højden af kædespringvandet for kæden. Emnet er interessant at
undersøge, da det er et nyopdaget fænomen indenfor fysikken, og det derfor
giver os mulighed for at bidrage med relevant forskning, samt giver os et
indblik i hvordan en model opst˚ar og udvikler sig i startfasen. Det er ma˚let
med dette projekt, at teste de modeller der er opstillet i artiklerne. For at
kunne gøre dette, vil vi gentage deres forsøg, men variere forskellige parame-
tre, s˚asom kædens masse og størrelse. Dette skal sætte os i stand til bedst
muligt, at kunne vurdere modellernes anvendelighed og præcision. Det har
ført til følgende problemformulering:
2.1 Problemformulering
Er J. S. Biggins og M. Warners model fyldestgørende, og forklarer den at
kædespringvand ogs˚a kan opst˚a med andre kæder end den der er præsenteret
i modellen?
2.2 Note til læseren
I denne rapport arbejder vi primært med de to artikler der blev refereret til i
indledningen. For nemhedens skyld refererer vi til “Understanding the Chain
Fountain” [2] som den første artikel eller artikel et, og “Growth and Shape
of a Chain Fountain” [1] som den anden artikel eller artikel to. N˚ar vi skriver
model et og model to refererer vi til modellerne i henholdsvis artikel et og
artikel to.
2.3 Semesterbinding
Semesterbindingen for dette semester opfordrer os til at arbejde med sam-
spillet mellem teori, model, eksperiment og/eller simulering. Dette betyder
at vi skal arbejde med en model, der bygger p˚a relevant naturvidenskabelig
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teori, og tilvejebringe og analysere empirisk data, for at undersøge hvorledes
modellen stemmer overens med disse.
Kædespringvandet er et oplagt emne for et 2. semesterprojekt, da det i høj
grad illustrerer arbejdet med en model, nemlig Biggins og Warners modeller
for kædespringvandet, som bygger p˚a et teoretisk grundlag indenfor klassisk
mekanik. Ved at gennemføre eksperimenter med kædespringvandet, opbygger
vi et datasæt vi kan benytte til at teste denne model og derigennem opn˚a
indsigt i samspillet mellem model, teori og eksperiment.
2.4 Metode
Kædespringvandet er et relativt nyt fænomen. Af den grund er der endnu ikke
udgivet mange artikler der undersøger det. Vores kriterier for den litteratur
vi benytter i vores rapport, er derfor ikke s˚a strenge. Vi har valgt at inkludere
artikler der ikke er peer-reviewed, hvis de er relevante for vores rapport.
Vores arbejde med kædespringvandet best˚ar til dels af, at opbygge en
teoretisk forst˚aelse af modellen som vi skal efterprøve, og til dels en eks-
perimentel afprøvning af selvsamme model. P˚a denne ma˚de kan vi vurdere
de resultater der bliver præsenteret i artiklen, og eventuelt arbejde mod at
tilføje ny viden til modellen.
Det teoretiske arbejde med at forst˚a artiklen, i høj nok grad til at kunne
vide hvorvidt den model der bliver præsenteret holder i praksis, omfatter
primært det omr˚ade indenfor fysikken der hedder klassisk mekanik. Det der
gør netop dette omr˚ade spændende, er at de umiddelbare fund der er sket i
arbejdet med kædespringvandet, har vist at der er en hel del vi endnu ikke
ved om hvordan kæder opfører sig. Det er derudover plausibelt at arbejdet
med kædespringvandet generelt vil kunne benyttes indenfor andre felter af
naturvidenskaben.
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Kapitel 3
Teori
3.1 Newtons love
Denne rapport ligger inden for feltet klassisk mekanik, som omfatter en stor
del af fysikken. Specifikt arbejder vi med kræfter der p˚avirker objekter, og
hvilke følger det har. Det ma˚ antages at læseren af denne rapport har et
allerede eksisterende kendskab til fysikken og klassisk mekanik, hvorfor dette
afsnit ikke er omfattende, men kun skal fungere som en introduktion til
arbejdet med modellen, som J. S. Biggins og M. Warner har opstillet i deres
artikel.
Et af grundelementerne i klassisk mekanik er Newtons tre love. Disse st˚ar
opskrevet i utallige tekster, s˚a dette afsnit vil ikke indeholde referencer. Det
bygger p˚a almen viden, og p˚a de første kapitler i Physics for engineers and
scientists af John T. Markert og Hans C. Ohanian [6].
Newtons tre love best˚ar af:
1. Et legeme er enten i hvile eller bevæger sig med en konstant hastighed,
medmindre det bliver p˚avirket af en ekstern kraft.
2. F = m · a. Kraft er lig masse gange acceleration, og kraftvektoren er
lig med accelerationsvektoren gange massen.
3. N˚ar et legeme udøver en kraft p˚a et andet legeme, udøver det andet
8
legeme en kraft der er lige s˚a stor og modsatrettet p˚a det første legeme.
Vi beskæftiger os primært med den anden og den tredje lov i vores arbejde
med kædespringvand. Vi arbejder med Newtons anden lov p˚a en form, hvor
den beskriver en kraft der virker per længdeenhed, i form af spænding i kæ-
den. Vi arbejder med den tredje for at kunne forklare den kraft R, der opst˚ar
n˚ar kædebunken skubber p˚a kæden, s˚a kædespringvandet faktisk opst˚ar.
N˚ar kæden p˚avirkes med en kraft, vil der virke en kraft der er lige stor
i begge ender af kæden. I arbejdet med kæderne, opn˚ar systemet en s˚akaldt
steady state, hvor alting bevæger sig med konstant hastighed. Det som vises
i artiklen, og som er et vigtigt præmis, er, at spændingen i kæden ikke er nok
til at skabe en vertikal acceleration, men at der m˚a være en ekstra kraft der
virker p˚a systemet.
3.2 Statistik
For at kunne sammenligne vores to kæder er vi nødt til at benytte os af
statistik. I dette afsnit vil vi gennemg˚a de forskellige statistiske værktøjer og
test som vi benytter os af i analysen af vores data.
3.2.1 χ2 test
Den mest almindelige test man bruger til at sammenligne to datasæt er χ2-
testen. N˚ar man laver en χ2-test (og de fleste andre statistiske test) udregner
man en test statistik (et tal der beskriver hvor langt dataene er fra den
ønskede fordeling/hinanden) og sammenligner den med en fordeling for at
finde sandsynligheden for at man har f˚aet de resultater man har f˚aet [3].
Der findes flere udgaver af χ2-testen (independence, equality of propor-
tions og goodness of fit). Man bruger de forskellige udgaver til at teste forskel-
lig typer nulhypoteser. Den test som vi skulle bruge er en independence-test
som tester for uafhængighed mellem to variable [3].
Problemet med χ2-testen (i vores tilfælde) er, at den er asymptotisk.
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Tabel 3.1: Kategorisk opdeling af dataene for vores forsøg ved h1 =
450 cm
Springvandets højde (h2)/cm Stor Lille
[30, 40[ 0 5
[40, 50[ 1 6
[50, 60[ 5 2
[60, 70[ 2 0
[70, 80[ 3 0
N˚ar man arbejder med datasæt som vores, vil man helst kunne analysere
dem vha. en s˚akaldt independence-test. Et eksempel p˚a en s˚adan test er
en χ2-test. Det ses tydeligt, at vores data ikke er egnet til χ2-testen da
der ikke er nok data i cellerne (ingen værdier under 1 og maks. 20 %
under 5) [3]. Vi kunne lave bredere kategorier og f˚a større tal i cellerne,
men dette ville være problematisk, da informationstabet bliver s˚a stort
at vi reelt ikke kan f˚a brugbar information om vores kæder.
Det vil sige, at vores data approksimerer χ2-fordelingen bedre, jo flere data-
punkter vi har. Det betyder ogs˚a, at vi ikke kan bruge χ2-testen hvis vores
datamængde er for lille.
For at kunne bruge χ2-testen, skal ingen af cellerne have en værdi under 1
og maksimalt m˚a 20 % have en værdi under 5 [3]. Det ses tydeligt i tabel 3.1,
at vi ikke har nok data (vi har cirka samme mængde data for de andre
højder).
Et andet problem ved χ2-testen er, at den er kategorisk og vi derfor er
nødt til at inddele vores datapunkter i kategorier. Dette medfører et tab af
information.
3.2.2 Fisher’s Exact Test
Et alternativ til χ2-testen, er en test der hedder Fisher’s Exact Test. Fis-
her’s Exact Test minder meget om χ2-testen men kan ogs˚a bruges p˚a mindre
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datasæt [3]. Fisher’s Exact test fungerer p˚a mindre datasæt, fordi den ikke
er asymptotisk. Vi har dog stadig det problem med Fisher’s Exact Test, at
vi skal dele vores data op i nogle kategorier, og p˚a den ma˚de miste noget
information.
Fisher’s Exact Test tester den nulhypotese, at to variable ikke er uafhæn-
gige. Det vil sige at hvis sandsynligheden (p-værdien) for vores datafordeling
er under vores signifikansniveau, s˚a er de to variable uafhængige. [3]
For at bestemme p-værdien for en tabel, udregner man sandsynligheden
for at f˚a en tabel med endnu mere ekstreme værdier (hvor mere ekstreme er
ift. tabellen med forventede værdier). Det er ikke praktisk at udføre testen
i h˚anden, men p-værdien kan udregnes med fx fisher.test funktionen i R (et
statistikprogram).
3.2.3 Standardfejlen p˚a middelværdien
Et andet værktøj man kan bruge til at teste uafhængigheden af to endi-
mensionelle datamængder er, at se p˚a standardfejlen p˚a middelværdien (eng.
standard error of the mean). Standardfejlen p˚a middelværdien, ∆x udregnes
ved:
∆x = σ√
n
hvor σ er standardafvigelsen og n er antallet af datapunkter.
Af ovenst˚aende ligning ses det, at standardfejlen p˚a middelværdien bliver
mindre jo flere datapunkter vi har, idet standardafvigelsen bliver mindre jo
flere datapunkter vi har (og 1√
n
g˚ar mod 0 n˚ar n g˚ar mod ∞).
Vi kan bruge standardfejlen p˚a middelværdien, sammen med middelvær-
dien selv, til at indlægge nogle fejlsøjler p˚a vores graf. Hvis fejlsøjlerne over-
lapper, kan vi konkludere at der ikke er forskel p˚a vores to kæder. Ligeledes
kan vi konkludere at der er forskel p˚a de to kæder, hvis fejlsøjlerne ikke
overlapper.
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3.2.4 Analysis of Variance (ANOVA)
En metode der benyttes til at teste om middelværdierne af to datasæt er
forskellige, er Analysis of Variance. Den simpleste form af ANOVA er en
metode hvor man sammenligner to datasæt med kun e´n variabel (som i vores
tilfælde hvor det er kædestørrelsen der varierer).
For at man kan bruge ANOVA, er der nogle ting der skal være opfyldt
[3]:
• Dataene skal være kontinuerte eller ma˚lt i intervaller og variablen skal
være kategorisk
• Datapunkterne skal være m˚alt uafhængigt af hinanden
• Dataene skal helst være normalfordelte
• Variansen i de enkelte datasæt skal være ca. den samme
Det fremg˚ar af [3], at man godt kan overskride de sidste to krav, hvis mæng-
den af data er ca. den samme i de to datasæt.
N˚ar man udfører ANOVA s˚a udregner man et F-forhold/F-statistik (eng.
F ratio/F-statistic). Denne findes typisk vha. et statistikprogram (fx R eller
MATLAB). N˚ar man har fundet den, kan man omregne den til en p-værdi,
som man s˚a sammenligner med sit signifikansniveau, for at afgøre om der er
forskel p˚a middelværdien i de to datasæt.
3.2.5 Analysis of Covariance (ANCOVA)
Analysis of Covariance fungerer p˚a samme ma˚de som ANOVA, men kan
bruges til at teste om to rette linjer er ens. For at kunne bruge testen er der
dog yderligere to ting der skal være opfyldt:
• De data man udfører regression p˚a, skal kunne beskrives ved lineær
regression
• Residualerne skal være normalfordelte
12
Ligesom ANOVA s˚a giver ANCOVA os et F-forhold/F-statistik som om-
regnes til en p-værdi, der sammenlignes med vores signifikansniveau.
De tests der er blevet beskrevet i dette afsnit benytter vi til, at vurdere
hvor godt modellerne passer overens med vores data, samt at kunne vurdere
hvorvidt der er statistisk signifikant forskel p˚a højden af kædespringvandene
ved den lille og den store kæde. Dette udfoldes i analyse- og diskussionafsnit-
tene.
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Kapitel 4
Model
I dette afsnit gennemg˚ar vi modellen som er fremsat i [2], og beskriver de
antagelser de har gjort sig, i forbindelse med opstillingen af modellen. Som en
optakt til dette, vil vi se p˚a hvad der er kendetegnende for fysisk modellering,
hvor vi indrager synspunkter fremsat af Martin Niss i artiklen [5]. Artiklen
belyser forskellige ma˚der, hvorp˚a fysiske modeller bliver brugt af lærebogsfor-
fattere, til at formidle fænomener indenfor fysikken. Hovedpointen i artiklen
er, at der gennem de seneste 50 a˚r er blevet lagt mere vægt p˚a modeller,
selvom de er bevidst forsimplede beskrivelser af fysiske fænomener og der-
for ikke kan komme med 100 procent korrekte forudsigelser. Inddragelsen af
denne artiklel tjener ikke det forma˚l at diskutere forfatterens argumentation,
men at bruge hans formulering af hvad der kendetegner en god model. Niss
fremsætte denne tanke omkring fysisk modellering: [5]
“God modellering er ikke et spørgsma˚l om at opn˚a en s˚a præcis
beskrivelse af et konkret fysisk fænomen som muligt, men at be-
lyse universelle egenskaber. Hvis man er i stand til at give en
s˚adan beskrivelse... har man forst˚aet fænomenet.”
I tilfældet med kædespringvandet, vil god modellering, ud fra denne be-
tragtning, give beskrivelse af de universelle egenskaber som f˚ar kæden til at
løfte sig op i luften. Det virker ikke til at modellerne vi arbejder ud fra, fyl-
destgørende beskriver fænomenet, men det kommer med forudsigelser, der
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kan benyttes n˚ar vi arbejder med kædespringvandet. Dette vil vi komme til-
bage til i diskussionsafsnittet.
N˚ar vi skal opstille kædespringvandsforsøget, stiller vi et bægerglas p˚a
et bord, eller hæver det over gulvet p˚a anden vis, og lægger kæden ned i
bægerglasset. Dette er vist p˚a figur 4.2 og figur 4.3. N˚ar vi hiver kæden ud
over kanten af bægerglasset, sker der ikke det forventede, at kæden bare
falder ud over kanten, men i stedet opst˚ar det karakteristiske springvand. P˚a
figurerne er der højderne h1 og h2, samt spændingen i kæden umiddelbart
over bordet, TT og over gulvet, TF .
Modellen forudsiger at den maksimale højde p˚a kædespringvandet h2 er
proportionel med højden h1. Denne proportionalitet er det modellen giver en
formel for, s˚adan at det er mulig at bestemme h2 ud fra kendskab til h1, og
to konstanter α og β. Disse konstanter bliver beskrevet i dette afsnit.
Udgangspunktet for modellen er at de forsimpler kædespringvandet ned
til e´n dimension, hvor de s˚a beskriver de kræfter som virker langs den verti-
kale akse som vist p˚a figur 4.2 og figur 4.3. Denne bevidste forsimpling tjener
det forma˚l, at de kan komme frem til et bud p˚a hvorledes kædespringvandet
opst˚ar. Den fremsatte model tager udgangspunkt i, at de deler kædespring-
vandet op i tre dele (se figur 4.1): kæden før kurven, selve kurven og kæden
efter kurven. Forfatterne ser p˚a hvilke kræfter, der p˚avirker hver del af kæden.
Det første de ser p˚a er kurven, som er den røde del af figur 4.1, som de
antager kan betragtes som en cirkelbevægelse. Her antager de, at kædespæn-
dingen, TC delt med radius r, er summen af alle de eksterne kræfter dvs.
TC
r
= ∑Fekstern. For kurvestykket gælder der i s˚a fald TCr er lig med massen
λ, ganget med centripetalaccelerationen, a = v2
r
. Det giver TC
r
= λv2
r
. Hvor
radien kan forkortes væk s˚a de f˚ar følgende:
TC = λv2 (4.1)
For at komme frem til dette udtryk har de brugt den antagelse, at kurvedelen
af springvandet er smal og at kædespændingen er stor nok, v2
r
 g, til at der
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Figur 4.1: Opdeling af kæden i tre faser
Figuren viser deres opdeling af kæden i tre dele. Den grønne del er fra
umiddelbart over kædebunkens top op til begyndelsen af kurven. Den
røde del er kurven, som bevæger sig rundt, med radius r omkring et
centrum, her illustreret ved den sorte prik. Den bl˚a del er kæden fra
slutningen af kurven og ned til umiddelbart før gulvet.
kan ses bort fra tyngdeaccelerationen. [2].
Den anden del af kurven (den grønne del af kæden i figur 4.1), har kon-
stant fart, n˚ar springvandet n˚ar sin maksimale højde. De kædespændinger,
som p˚avirker hver ende af denne del af kæden, skal være lig hinanden, for at
der ikke er nogen acceleration. I toppen af denne del af kæden er kædespæn-
dingen TC , og umiddelbart over kædebunken, er kædespændingen, TT , og p˚a
hele dette kædestykke er tyngdeaccelerationens p˚avirkning af kæden givet
ved λh2g. Grundet antagelsen om konstant fart vil der s˚a gælde:
TC = TT + λh2g. (4.2)
16
Den impuls kæden f˚ar, n˚ar den bliver løftet op af beholderen fra hvile,
kan ikke kun stamme fra kædespændingen TT . Hvis dette var tilfældet ville
det betyde følgende: I et tidsinterval dt bliver en del af kæden løftet op fra
bordet, og massen af kæden som bliver løftet op, er λvdt. Impulsen er givet
ved massen af kæden gange hastigheden, v. Det giver:
TT = λv2.
Ud fra denne betragtning opst˚ar der problemer, n˚ar vi sætter disse ligninger
sammen:
λv2 = λv2 + λh2g.
For at dette skal kunne finde sted, skal det gælde at h2 = 0, hvilket vil sige,
at der ikke opst˚ar et kædespringvand [2].
Ud fra den opstillede model er Warner og Biggins kommet frem til at den
impulsændring som bringer kæden i bevægelse, kommer fra kædespændingen
umiddelbart over kædebunken, TT , samt en anden kraft. Denne kraft, kaldet
R, antager de kommer fra overfladen af kædebunken, der skubber kæden op.
Impulsen som kæden modtager er da summen af TT og R:
TT +R = λv2. (4.3)
Vi gennemg˚ar senere hvilket fysisk fænomen, modellen antager der ligger
til grund for denne kraft R, og hvorledes denne kan udtrykkes. Men i første
omgang vil vi komme frem til den proportionalitet som vi ønsker at efterprøve
eksperimentelt.
De antager at R er proportionel med impulsen, λv2, hvilket de udtrykker
ved at indføre en konstant α, s˚a R kan udtrykkes p˚a følgende ma˚de:
R = αλv2.
Konstanten α, beskrives som værende afhængig af kædetypen og kædestørrelsen.
Ved gulvet, antager de:
TF = βλv2, (4.4)
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alts˚a at spændingen i kæden umiddelbart over gulvet er proportional med
λv2. De kræfter som p˚avirker den bl˚a del af kæden (se figur 4.3) er lig med
kædespændingen i kurven, s˚a der gælder:
TC = βλv2 + λ(h2 + h1)g (4.5)
Alt dette bringer os frem til en vigtig sammenhæng mellem kædens ha-
stighed, højden over jorden og de to koefficienter α og β, nemlig:
v2 = h1g1− α− β (4.6)
Endnu vigtigere end dette er, at vi nu kender sammenhængen mellem højderne
h1 og h2, givet ved[2]:
h2
h1
= α1− α− β (4.7)
Sammenhængen mellem h1 og h2 er netop, det vi undersøger eksperimentelt.
Modellen beskriver en reaktionskraft der medvirker til, at p˚avirke kæden
til at springe op i luften. Vi vil bruge de næste afsnit til at g˚a mere i detaljer
med reaktionskraften R.
Reaktionskraften R kan opst˚a p˚a grund af to mulige begivenheder, ifølge
modellen. Det kan være p˚a grund af en rotation af hvert enkelt led i kæden,
eller kollisioner af kædestykke der bevæger sig horisontalt over bunken. I
artiklen overvejes begge muligheder, men ultimativt vælger forfatterne at
fokusere p˚a, og beskrive fænomenet ved rotationen af en bestemt længde af
kæden.
M. Warner og J. S. Biggins har valgt at modellere kæden som stænger
der er forbundet, men kan bevæge sig uafhængigt af hinanden. Hver stang
har en længde b, en masse m og et inertimoment I. Hver af disse stænger
har et massemidtpunkt, som de roterer omkring n˚ar der bliver trukket i
den ene ende (se figur 4.4). Den kædestang som ligger ned, bliver trukket
i lodret retning, med et træk som svarer til kabelspændingen, TT . Denne
kraftp˚avirkning løfter stangens massemidtpunkt, og f˚ar stangen til at rotere
omkring massemidtpunktet. Det f˚ar stangen til at trykke ned p˚a bunken med
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en kraft −R, og bunken p˚avirker stangen med en lige s˚a stor kraft i modsat
retning, R. Rotationen af leddet kan ses i figur 4.4.
De kræfter som p˚avirker massemidtpunktet, er da TT og R, og det er
summen af disse som accelererer massemidtpunktet. Der gælder at:
ma = R + TT (4.8)
hvor a er accelerationen. Vinkelaccelerationen for stangen er givet ved:
Iar = (R− TT ) b2 (4.9)
hvor I er stangens inertimoment ar, er vinkelaccelerationen, b er længden
af stangen. Denne model af kæden gør, at α kan udtrykkes som forholdet
mellem inertimomentet I, massen m, og længden b. Nemlig:
α = 12
(
1
2 −
I
1
4mb
2
)
(4.10)
M. Warner og J. S. Biggins estimerer inertimomentet ved at kigge p˚a kæden
de bruger. De beregner længden, b, ved at kigge p˚a hvor meget de kunne bøje
kæden og beregner massen ved at antage, at de metalstænger der forbinder
kuglerne er masseløse.
Med M. Warner og J. S. Biggins kæde, kunne de bøje kæden 180 grader,
indenfor seks kuglers længde. Vores store kæde stemmer overens med deres
dvs. bruger ogs˚a seks kugler, mens vores lille kæde bruger otte kugle for at
bøje 180 grader. M. Warner og J. S. Biggins modellerer et led som svarende
til tre kugler forbundet. Et led p˚a vores store kæde er ogs˚a modelleret ligesom
M. Warners og J. S. Biggins kæde, men p˚a vores lille kæde svarer til et led
af 4 kugler forbundet. Længden fra enden af leddet til massemidtpunktet for
den store kæde er b/2, hvor længden fra enden til massemidtpunktet for den
lille kæde er b/3. Dette er illustreret i figur 4.5.
Massen for den store kæde er udtrykt ved at tage den totale masse og di-
videre med 3. Det samme gør vi for den lille kæde, alts˚a total masse divideret
med 4. Massen er jævnt fordelt over leddene i begge kæder. A˚rsagen til at der
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st˚ar et 2-tal foran de kommende to formler, er fordi toppen af springvandet
har en længde af to led.
M. Warner og J. S. Biggins kommer frem til et inertimoment for den store
kæde:
Istor = 2
(
m
3
)(
b
2
)2
(4.11)
Ved at bruge M. Warner og J.S.Biggins metode kommer vi frem til inertimo-
mentet for den lille kæde:
Ilille = 2
(
m
4
)(
b
3
)2
(4.12)
M. Warner og J. S. Biggins finder frem til en α-værdi af α = 16 ved at indsætte
ligning (4.11) i (4.10). Modellen antager, at β-værdien er lille nok til at se
bort fra den.
Ved at indsætte α-værdien for den store kæde i ligning (4.7), f˚ar vi et
udtryk for den teoriske sammenhæng mellem h1 og h2 for den store kæde.
h2
h1
= α(1− α− β) (4.13)
h2 ≈15 · h1 (4.14)
Vores lille kædes α-værdi udregnes ved at indsætte (4.12) i (4.10). Herudfra
f˚ar vi αlille = 718 .
Ved at indsætte α-værdien for den lille kæde i (4.7), f˚ar vi et udtryk for den
teoriske sammenhæng mellem h1 og h2 for den lille kæde:
h2
h1
= α(1− α− β) (4.15)
h2 ≈ 711 · h1 (4.16)
Biggins og Warner behandler β-værdien ved at bruge [4]. Dette er en
artikel, Warner og Biggins refererer til i deres første artikel. I denne beskri-
ves det, hvordan en kæde accelererer i frit fald og rammer et bord, og at
kæden derefter accelererer hurtigere end tyngdeacceleration. Warner og Big-
gins brugte artiklen, og efterprøvede den eksperimentel, for at se om deres
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kæde opført sig s˚adan. De observerede ikke fænomenet og antager derfor i
deres kædespringvandsmodel, at β-værdien er lille nok til at se bort fra, og
at kædespringvandshøjden er uafhængig af β-værdien. Derfor konkluderer
M. Warner og J. S. Biggins at α-værdien er med til at skabe og bestemme
højden af springvandet.
I artikel to [1], udvider Biggins modellen til ogs˚a at beskrive bredten p˚a
kurven, som funktion af kædebeholderens vinkel i forhold til den horisontale
akse. I arbejdet med at opstille modellen i artikel to, antager Biggins at α
og β er cirka lige store, α ≈ β, for den kæde han har arbejdet med. Biggins
a˚bner op for at dette kan være tilfældet for alle kæder af denne type. Biggins
fremhæver ogs˚a at α har størst indflydelse p˚a højden af springvandet i forhold
til β. Ved at sætte β = 0, bliver højden reduceret med en 13 , men hvis α = 0
er der ikke noget springvand.
I dette afsnit har vi præsenteret modellen der blev fremsat i den første
artikel, samt den udvidede model som blev præsenteret i den anden artikel.
Det er især denne udvidede model vi arbejder ud fra, og som bedst kan forud-
sige vores observerede resultater. Afsnittet er vigtigt, da det var nødvendigt
at kunne forst˚a modellen fuldt ud, førend vi kunne bruge den til at analysere
vores data, og dermed vurdere modellen.
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Figur 4.2: Kædespringvandsmodellen fra kædebunkens top til kurven
Figuren illustrerer den grønne del af modellen i figur 4.1. De tre kræfter
der p˚avirker denne del er: spændingen i kurven, spændingen lige over
kædebunken og tyngdekraften. Pilene p˚a kæden illustrer de retninger
kædespændingerne virker. Figurideen er taget fra [2] og er blevet gen-
tegnet.
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Figur 4.3: Kædespringvandsmodellen fra kurven til gulvet
Figuren illustrerer den bl˚a del af modellen i figur 4.1. De tre kræfter der
p˚avirker denne del er: spændingen i kurven, spændingen lige over gulvet
og tyngdekraft. Pilene p˚a kæden illustrer de retninger kædespændingerne
virker. Figurideen er taget fra [2] og er blevet gentegnet.
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Figur 4.4: Model for rotationen af ledet
Figuren illustrerer hvordan M.Warner og J.S.Biggins modeller R kraften.
Spændingen TT er spændingen fra kæden lige over kædebunken. N˚ar le-
det bliver trukket op, vil den venstre side af ledet sl˚a ned p˚a bunken
og bliver skubbet op af kædebunken. Punktet i miden af ledet er mas-
semidtpunktet. Rotationen drejer omkring denne punkt. Figur ideen er
taget fra [2] og er blevet gentegnet.
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Figur 4.5: Kæden modelleret som en stang
Figuren illustrerer hvordan vi modellerer kæden som en stang med læng-
de b. Modellen bliver brugt til at regne inertimomentet af kæderne. b er
længde som er op delt jævnligt langs leddene. Øverst vises den store
kæde, nederst den lille. Figurideen er taget fra [2] og er blevet gentegnet.
25
Kapitel 5
Eksperiment
5.1 Forsøget
I dette afsnit beskriver vi hvordan vi har udført vores forsøg, samt de ud-
fordringer vi er stødt p˚a undervejs, og hvordan vi har løst dem. Ydermere
præsenteres vores data fra forsøgene. I et senere afsnit vil disse blive analy-
seret nøjere.
Kædespringvandsmodellen inkorporerer nogle proportionaliteter. Vi har
fokus p˚a proportionaliteten mellem højden som bægerglasset er hævet over
jorden, og højden af selve kædespringvandet. I vores første række forsøg,
prøver vi at eftervise proportionaliteten mellem h1 og h2. h1 er højden fra
jorden til bægerglasset, og h2 er højden af springvandet fra toppen af kæde-
bunken i bægerglasset. Vi har valgt seks forskellige værdier for h1: h1 = 72 cm,
h1 = 142 cm, h1 = 290 cm, h1 = 450 cm, h1 = 517 cm og h1 = 830 cm. Vi
har sat den laveste højde omkring 70 cm, da det var svært at f˚a ordentlige
ma˚linger af kædespringvandet ved lavere højder. Den laveste højde, og vores
højde p˚a 517 cm stemmer desuden overens med artiklens højder, og giver der-
for godt grundlag for sammenligning. Vi har tilføjet en endnu højere højde,
for at se hvorvidt modellen stadig virker n˚ar vi g˚ar ud over forfatternes eget
eksperimentelle grundlag [2].
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Vi bruger to kæder, som begge er 50 meter. Den lille kæde har en di-
ameter p˚a 2.5 mm og den store kæde har en diameter p˚a 4.5 mm Der er
benyttet et high-speed kamera af modellen Casio Exilim EX-F1, til at op-
tage videoer af springvandet. Vi benytter derefter videoanalyseprogrammet
Tracker (vers. 4.85) , til at bestemme højden af kædespringvandet. Videoerne
er optaget med 300 frames per sekund. Vi har valgt at analysere hver halv-
tredsindstyvende frame i videoerne. I processen har vi ogs˚a arbejdet med
mere præcision, ved at analysere hver femte frame, men udbyttet af dette
retfærdiggjorde ikke den ekstra analysetid. Hver halvtredsindstyvende frame
er desuden tilsvarende til hvad der bruges i artiklen [2], hvor de optager i 30
frames per sekund og tracker hver sjette frame. Vi har to bægerglas, et p˚a
1.00 L og det andet p˚a 0.600 L som har forskellige højder.
For de første to h1 værdier, har vi brugt hhv. et og to borde st˚aende p˚a
hinanden, for at opn˚a den ønskede højde. I dette setup har vi bemærket,
at kæden kan komme til at ramme kanten af bordet og derfor satte vi en
metalplade under bægerglasset s˚a det kunne st˚a lidt ud over kanten. Til de
fire sidste h1 værdier, har vi lavet eksperimentet p˚a henholdsvis en trappe,
og to højder omkring 1. sal, og en enkelt højde omkring 2. sal. I forsøgene
har vi haft et ma˚leb˚and i billedet for, at have en referenceramme, s˚a vi har
kunne benytte Tracker til at bestemme højderne præcist. I hvert forsøg har
vi sat kameraet p˚a en kasse for at prøve at begrænse kameraets bevægelse s˚a
meget som muligt under forsøget. I forsøget hvor h1 = 517 cm, har vi bundet
kameraet fast til et st˚algelænder for praktiske/sikkerhedsmæssige a˚rsager for
kameraet. Til omtrent halvdelen af forsøgene har vi haft et kamerastativ,
der sikrede at kameraet ikke rykkede sig. At foretage disse forsøg har lært
os en del om at optimere processen. Vi har lært, at vi skal have rigeligt med
lys de steder hvor vi foretager forsøgene, da det ellers kan p˚avirke tracking.
Nogle videoer har været for mørke, og det derfor ikke har været muligt, at
lave præcise ma˚linger af højden af kædespringvandet. Vi tracker bunken i
videoerne for at kunne kompensere for, at springvandet starter højere oppe
n˚ar det ligger p˚a toppen af bunken. Dette er en afvigelse fra artiklen [2], og
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er et forsøg p˚a at opn˚a nogle mere præcise resultater.
I vores udførelse af kædespringvandsforsøgene, har det vist sig at kæderne
ikke opfører sig perfekt, og at forsøgene tit giver langt fra optimale resultater.
I artiklerne giver de udtryk for, at de kun medtager de resultater, hvor kæden
er tæt p˚a sin maksimale højde. Det var igennem forsøgsprocessen ogs˚a vores
ma˚l, men det viste sig hurtigt, at dette i praksis var næsten umuligt inden
for tidsrammen af vores projekt. Det tager tid b˚ade at udføre forsøget, samt
at tracke videoerne for at f˚a brugbare resultater. Vi har derfor været nødt
til at medtage flere datapunkter som var mindre gode, da kæden i løbet af
forsøget blev sammenfiltret. Dette har ført til, at vi bl.a. har større spredning
p˚a vores punkter, end forfatterne af artiklen [2] har, hvilket naturligvis har
gjort det sværere at sammenligne datasættene. Dette er endnu mere udtalt
for den lille kæde end for den store.
I dette afsnit har vi præsenteret præcis hvordan forsøget har været udført,
og hvilke udfordringer der har været under udførelsen. Nedenfor præsenteres
de resultater vi har f˚aet ud af forsøgene, samt en kort beskrivelse af hvad der
er værd at bemærke ved resultaterne.
5.2 Resultater
Som nævnt ovenfor, har vi ma˚ttet tage flere datapunkter med, som ikke var
tæt p˚a den højeste højde som kæden kunne have opn˚aet. Dette gælder for
begge kæder, men er betydeligt mere udtalt for den lille kæde (se figur 5.1).
Det ses tydeligt ud fra figur 5.1, at resultaterne ikke konformerer til den
forventning vi havde om, at h1 ville blive højere hver gang vi øgede højden
hvorfra vi startede springvandet. Ved 290 centimeters højde har springvan-
det en højere makshøjde end ved 450 centimeters højde. Dette er ikke et
udtryk for, at modellen er forkert, men simpelthen bare at vi ved 450 cen-
timeters højde har haft nogle mindre succesfulde forsøg, end ved 290 centi-
meters højde. Dette kommer sig formentlig af, at ved 450 centimeters højde,
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Figur 5.1: Resultater for den lille kæde
Figuren viser kædespringvandshøjden som funktion af højden hvorfra
kædespringvandet starter. Resultaterne er kun for den lille kæde.
havde kæden en tendens til at ramme et gelænder, der hvor vi kastede den
ud fra. Dette skete ikke ved hvert eneste forsøg, men det har haft nok indfly-
delse til at punkterne ikke ligger hvor man kunne forvente. I det hele taget,
har tilfældigheder dog ogs˚a en del at sige, og det er da ogs˚a tydeligt, at der
er nogen punkter der ligger væsentligt højere end de andre. Dette kan ikke
forklares med andet end, at der kun ved disse f˚a forsøg er opn˚aet optimale
betingelser. Dette kan ogs˚a ses ud fra resultaterne fra den store kæde (se
figur 5.2).
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Figur 5.2: Resultater for den store kæde
Figuren viser kædespringvandshøjden som funktion af højden hvorfra
kædespringvandet starter. Resultaterne er kun for den store kæde.
Datapunkterne for den store kæde ligger mere som forventet, og højderne
stiger da ogs˚a hver gang h1 øges. Dog er det betydningsfuldt at se p˚a
spredningen af punkterne. Igen ser vi at der er relativt stor spredning
for hver højde, og at der er nogle punkter der ligger væsentligt højere
end de andre, hvilket der ikke er nogen logisk forklaring p˚a, andet end
at forsøgene tilfældigvis er forløbet bedre.
Samlet set kan vi se ud fra vores resultater, at kæderne opfører sig tæt p˚a
hvad man kunne forvente ud fra modellerne, samt at resultaterne i høj
grad ligner dem der blev præsenteret i artiklen. Dog kan man ogs˚a se,
at det har haft en betydning at vi har medtaget nogle punkter der ikke
var s˚a optimale som vi gerne ville have dem til. Disse forhold undersøges
nærmere i henholdsvis analyse- og diskussionsafsnittene.
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Kapitel 6
Analyse
I dette kapitel vil vi gennemg˚a resultaterne af de statistiske test vi har udført
p˚a vores data. Vi vil efterfølgende benytte lineær regression til at undersøge
sammenhængen mellem h1 og h2, og herudfra estimere størrelsen af α og β
for vores kæder.
6.1 Statistik
Vi har opdelt vores data i kategorier og udført Fishers Exact test. Som
det fremg˚ar af tabel 6.1 er der en statistisk signifikant forskel p˚a kæderne for
højderne h1 = 72 cm, h1 = 450 cm, h1 = 517 cm og h1 = 830 cm. For de to
højder h1 = 142 cm og h1 = 290 cm er der ifølge Fishers Exact test ikke en
statistisk signifikant forskel p˚a de to kæder.
Kigger vi p˚a standardfejlen p˚a middelværdien, kan vi se at ingen af
fejlsøjlerne overlapper (figur 6.1) hvilket betyder at der er en forskel p˚a den
store og den lille kæde for alle de m˚alte højder.
Resultaterne fra ANOVA fortæller os at der er statistisk signifikant forskel
p˚a middelværdierne ved højderne h1 = 72 cm, h1 = 450 cm, h1 = 517 cm
og h1 = 830 cm (se appendiks A). For de to højder h1 = 142 cm og h1 =
290 cm finder ANOVA-testen, at der ikke er en statistisk signifikant forskel
p˚a middelværdien. Dette resultat stemmer overens med resultatet fra Fishers
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Tabel 6.1: Resultaterne fra Fisher’s Exact Test
h1 72 cm 142 cm 290 cm 450 cm 517 cm 830 cm
p 1,479 · 10−6 0,2466 0,1282 0,002779 0,01817 0,03219
nstor 12 13 14 11 14 17
nlille 12 11 14 13 14 16
Forskel? Ja Nej Nej Ja Ja Ja
Tabellen viser resultaterne fra Fisher’s Exact Test. I alle test har vi taget
udgangspunkt i et signifikansniveau p˚a 5 % = 0,05. p er den p-værdi vi
har fundet i testen og som vi sammenligner med signifikansniveauet. nstor
og nlille er antallet af datapunkter fra hhv. den store og den lille kæde.
Rækken “forskel?” angiver om vi kan konkludere, at der er en statistisk
signifikant forskel p˚a de to kæder ved den givne højde.
Exact test.
Udfører vi lineær regression p˚a de to datasæt hver for sig (stor og lille
adskilt), finder vi at sammenhængen mellem h1 og h2 kan beskrives ved:
h2,stor = 0,0825h1,stor + 13,5 (6.1)
h2,lille = 0,0561h1,lille + 13,0 (6.2)
Det konstante led er rimelig stort og det kan tyde p˚a at vi enten har en
systematisk usikkerhed i vores ma˚ling af h2, eller at h1 og h2 ikke er ligefrem
proportionale som beskrevet i modellen (hvilket er usandsynligt).
Vi har udført ANCOVA i MATLAB og f˚aet en F-statistik p˚a 18,43 sva-
rende til en p-værdi p˚a 3,07472 · 10−5. Da p-værdien er under vores signifi-
kansniveau (0,05), kan vi konkludere at der er en statistisk signifikant forskel
p˚a de to linjer og derved de to kæder.
Ud fra vores data kan vi med ANCOVA-værktøjet i MATLAB (aoctool),
estimere et 95 % konfidensinterval for vores rette linjer (figur 6.3). Det kan ses
ud fra disse konfidensintervaller, at de to kæder er forskellige idet intervallerne
ikke dækker hinanden ved h1 > 290 cm.
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Figur 6.1: Standfejlen p˚a middelværdien
Figuren viser h1 plottet over for middelværdien af h2. Fejlsøjlerne angiver
standardfejlen p˚a middelværdien ( σ√
n
). Det ses tydeligt, at fejlsøjlerne
ikke overlapper for nogen af højderne. Dette betyder, ifølge denne test,
at der er en forskel p˚a de to kæder for alle de højder vi har ma˚lt.
De to regressionslinjer er dem der er fundet p˚a figur 6.2a og figur 6.2b.
De er ikke bestemt ved lineær regression p˚a ovenst˚aende graf.
6.2 α og β
Af modellen fremg˚ar det, at for kæder af vores type gælder der at α =
1
2
(
1− I1
4mb
2
)
[2]. Bruger vi deres estimat af inertimomentet (Istor = mb
2
6 ) for
den store kæde har vi:
αstor =
1
2
(
1− I1
4mb
2
)
= 12
1− mb261
4mb
2
 = 16
Hvilket stemmer overens med den α der findes i [2].
Bruger vi samme tankegang som i [2] til at estimere inertimomentet for
den lille kæde, f˚ar vi I = mb218 (ud fra den observation at den lille kæde kan
vende p˚a 8 kugler). Med det estimat f˚ar vi αlille = 718 .
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(a) Den store kæde
Grafen viser de brugbare data fra
vores forsøg med den store kæde.
Den rette linje har ligningen h2 =
0,0825h1 + 13,5.
(b) Den lille kæde
Grafen viser de brugbare data fra
vores forsøg med den lille kæde.
Den rette linje har ligningen h2 =
0,0561h1 + 13,0.
Figur 6.2: Data fra vores forsøg
Da αlille ∼ 2αstor burde vi i vores forsøg have set marginalt større spring-
vand for den lille kæde end for den store kæde, forudsat at vi antager at
β ≈ 0 som i [2].
Hvis vi bruger deres estimat af α kan vi bestemme β-værdien for vores
kæde ud fra de hældningskoefficienter vi har bestemt ved lineær regression.
Fra [2] har vi:
α
1− α− β = a (6.3)
Hvor a er hældningskoefficienten fundet ved den lineære regression.
Da vi kender α for begge kæder og hældningskoefficienterne, astor og alille,
s˚a kan vi bestemme β ved at isolere β i (6.3):
βstor = 1− αstor − αstor
astor
≈ −1,19
βlille = 1− αlille − αlille
alille
≈ −6,32
De meget store værdier (numerisk) samt fortegnet tyder p˚a at deres/vores
estimat af α er forkert. Hvis β-værdierne havde de værdier vi har fundet
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Figur 6.3: 95 % konfidensintervaller for den lineære regression
Figuren viser h1 plottet over for h2. De to rette linjer er regressionslinjer-
ne fra (6.2) og (6.1). De stiplede linjer angiver 95 % konfidensintervaller
for de rette linjer. Vi kan se at intervallerne ikke overlapper ved højere
højder (h1 > 290 cm) og at kæderne derfor opfører sig forskelligt ved
disse højder.
ovenfor, ville der være en kraft i gulvet der sugede kæden til sig (hvilket
vores observationer ikke understøtter).
I [1] fremsætter de en hypotese om at α og β er cirka lig med hinanden.
Hvis vi gør os den antagelse s˚a har vi:
k
1− 2k ≈ a (6.4)
Hvor k = α ≈ β.
Isolerer vi k i (6.4) f˚ar vi:
k ≈ a1 + 2a
Indsætter vi vores to værdier for a i ovenst˚aende ligning, f˚ar vi at kstor ≈
0,0708 og klille ≈ 0,0504.
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Disse værdier for α og β er en del mindre end dem de bruger/finder i [1]
(hhv. 0,12 og 0,11), p˚a trods af at vores store kæde er den samme som kæden
de bruger i artiklen.
I dette afsnit har vi udført statistiske test p˚a vores datasæt, og har ud
fra dette kunnet sige at der generelt er en statistisk signifikant forskel p˚a
højden af kædespringvandene for de to kæder. Dette har en betydning for
vores vurdering af modellen, som vil blive diskuteret videre i næste afsnit.
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Kapitel 7
Diskussion
7.1 Modellen
I vores arbejde med dette projekt har vi benyttet os meget af model 1 som J.
S. Biggins og M. Warner fremsatte [2] og model 2 fremsat af J. S. Biggins [1],
og har ma˚ttet tage stilling til deres teoretiske arbejde, s˚avel som deres eks-
perimentelle arbejde. Dette afsnit vil i detaljer vurdere de valg vi har truffet
i processen, diskutere de resultater vi er kommet frem til og lede frem til en
konklusion p˚a vores projekt.
Det teoretiske arbejde med modellerne var udfordrende, da modellerne
benytter sig af klassisk mekanik p˚a et relativt højt plan, og det har derfor
været nødvendigt at inddrage andre kilder, s˚avel som eksperter ved univer-
sitetet, for at opn˚a en tilstrækkelig forst˚aelse til, at kunne arbejde med dem.
I starten af projektforløbet var vores ma˚l at undersøge J. S. Biggins og M.
Warners models forudsigelse om proportionalitet mellem h1 og h2. Vi havde
desuden et ønske om at arbejde med α og β, samt teste modellen med reb
(det var interessant men kunne ikke n˚as). Artikel 2 blev inddraget i arbejdet,
da den til dels beskriver deres eksperimentelle metoder i større detaljegrad
end artikel 1, og til dels havde nye antagelser ang˚aende α og β. I artikel 2
har vi, pga. projekts begrænsede omfang, valgt ikke at arbejde med vinklen
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p˚a bægerglasset, og dermed den horisontale dimension af kædespringvandet
som tilføjes til modellen i artikel 2.
En parameter vi ønskede at undersøge ved kædespringvandet var propor-
tionaliteten mellem h1 og h2 som model 1 forudsagde. Vi valgte samtidig
at lave undersøgelserne med to lignende kæder, hvor den ene havde mindre
kugler, og mindre masse per enhedslængde λ end den anden. λ vil alts˚a va-
riere mellem vores kæder, og da kuglerne bliver mindre og afstanden mellem
dem ændres formoder vi ogs˚a at α og β er forskellig mellem kæderne. Model-
len forudsiger at λ ikke p˚avirker højden af kædespringvandet, s˚a eventuelle
forskelle p˚a de to kæders springvand skulle alts˚a i følge modellen være pga.
forskellige α og β mellem kæderne. Det er ud fra vores forsøg ikke muligt
at skelne mellem p˚avirkninger fra α, β og λ. For at undersøge α og β mere
nøjagtigt, ville det være nødvendig at designe et nyt eksperiment. Det vil vi
komme videre ind p˚a under eksperimentelt arbejde.
Andre parametre som varieres bliver alts˚a b˚ade massen og dermed α, som
afhænger af massen. Vi ma˚ ogs˚a formode at β er forskellig kæderne i mellem,
men det ville være nødvendigt at designe nye eksperimenter for at klargøre
α og β’s værdier. I artiklen argumenterer de for, at λ ikke p˚avirker højden af
kædespringvandet, men at forskellige kæder har forskellige α- og β-værdier,
hvilket bestemmer højden af kædespringvandet.
7.2 Eksperimentelt arbejde og frasortering af
data
I den første artikel, som ansporede os til at lave dette projekt, er det ikke
beskrevet i detaljer hvordan forsøget udføres. Det viser sig, at der er en
del parametre der har indflydelse p˚a om et forsøg er en succes. For det første
skulle vi opstille forsøget p˚a en ma˚de, s˚a vores resultater kunne sammenholdes
med dem, der blev præsenteret i artiklen vi arbejdede ud fra. For det andet
skulle vi kunne udføre forsøget s˚a hurtigt og effektivt, at vi kunne gentage
det nok gange til at have et troværdigt datasæt. Desuden skulle de data vi
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fik fra forsøgene, kunne behandles p˚a en s˚adan ma˚de, at vi kunne præsentere
dem og sammenligne dem med hinanden.
Det kan ses af vores appendixer, at vi har foretaget forsøget mange gange,
og dermed har et relativt stort datasæt at arbejde med. Dog var der ca 20%
af disse data der ikke kunne bruges, da vi har visse krav til vores data.
Vores krav er b˚ade til selve udførelsen af eksperimentet og til kvaliteten af
videoerne n˚ar de skal trackes. Først og fremmest er det ikke altid at kæden
opfører sig som den skal. Det kan ske at kæden, under forsøget, sammenfiltres
s˚a meget at der ikke opst˚ar et nævneværdigt springvand. Et andet problem
kan være at kæden drejer om bægerglassets akse og rammer den platform
glasset st˚ar p˚a. Der kan ogs˚a ske andre tekniske fejl under udførelsen af
forsøget. Fx kan det ske at kædespringvandet er s˚a højt, at det hopper ud
af billedet p˚a kameraet. Dette er i særdeleshed et problem, da det kun sker
for de springvand som er højest, s˚a det kan være med til at skævvride vores
data. At kæden sammenfiltres eller rammer noget under springet kan ske for
alle højder af springvand, s˚a det er ikke i samme grad med til at skævvride
vores data. En anden fejl der kan opst˚a n˚ar forsøget udføres kan være, at
personen der holder p˚a bægerglasset dækker for bunkens højde, s˚a denne
ikke kan trackes. Disse videoer er sorteret fra i processen n˚ar de ikke kunne
bruges. N˚ar videoerne er optaget kan det ske at lyset p˚a optagelserne ikke er
optimalt, og at videoerne derfor ikke kan trackes. Disse videoer bliver ogs˚a
sorteret fra hvis vi vurderer at vi ikke kan tracke dem. Alle disse faktorer
har haft stor indvirkning p˚a reproducerbarheden af vores resultater. Selvom
man sorterer data med disse fejl fra, er det ikke en garanti for at kæden n˚ar,
eller kommer tæt p˚a, dens maksimale højde, og dette har gjort at der er en
stor spredning i vores datasæt.
7.3 Databehandling
Vi har optaget vores eksperimenter p˚a video ved 300 fps. Da det er for tids-
krævende og unødvendigt at tracke alle frames i en video, har vi valgt at
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tracke hver 50. frame. Vi forsøgte i starten af arbejdet med vores data at
tracke videoer ved hver 5. frame, men det tog op mod en time at tracke e´n
video. Vi vurderede derfor, at det var vigtigere at have tid til at indsamle en
større mængde data, for til gengæld at sænke præcisionen af vores tracking.
Det er samtidig ogs˚a ca. ved denne detaljegrad at Biggins og Warner har
arbejdet. Da vi ikke har haft uendeligt mange videoer, eller tid til at opta-
ge flere, har vi ogs˚a valgt medtage nogle videoer, hvor der enten har været
holdt for kæden, eller hvor lyset har været for d˚arligt. Derfor har visse ma˚lte
punkter i disse videoer været kvalificerede bud, frem for nøjagtige ma˚linger.
Dette har vi gjort hvis vi har vurderet at eventuelle fejl ville være f˚a cm, og
derfor burde det ikke have p˚avirket vores resultater mere end andre fejlkilder.
P˚a trods af de krav vi har stillet, har vi stadig brugbare m˚alinger for begge
kæder og alle de højder vi har kastet fra.
Det er bestemt værd at bemærke, at den lille kæde havde en mere udpræ-
get tendens til at sammenfiltres, hvilket kan have p˚avirket vores konklusion
om at den store kæde i de fleste tilfælde opn˚aede en større h2 end den lil-
le kæde. Hvis man ønsker kun at observere ideelle kædespringvand, er man
alts˚a nødt til at kaste den lille kæde flere gange end det store, for at f˚a lige
mange ideelle datapunkter.
Til at kunne analysere den datamængde vi har haft, har vi benyttet os
af flere forskellige statistiske metoder. Disse har vi brugt til at kunne fastsl˚a,
hvorvidt der er en reel forskel i højderne af de kædespringvand der opst˚ar
for henholdsvis den store og den lille kæde. Vi har til disse undersøgelser
valgt at bruge og sammenligne flere forskellige statistiske tests, for at undg˚a
for stort bias. Vi har valgt at bruge Fisher’s Exact Test, Standardfejlen p˚a
middelværdien, ANOVA og ANCOVA. Ved Fisher’s Exact test og χ2-testen
deler man ens data op i kategorier som vist i tabel 2.1. P˚a den ma˚de vil
der være et datatab. Testene minder om hinanden, men i vores tilfælde er
det afgørende at Fisher’s Exact Test ikke er asymptotisk, som χ2-testen er,
og derfor er bedre til vores datasæt. Af denne grund har vi valgt ikke at
bruge χ2-testen i analysen af vores data. Standardfejlen p˚a middelværdien
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er en enkel test at udføre, som vi har valgt at inkludere, for at have flere
tests at sammenligne. ANOVA og ANCOVA er begge meget anvendte tests
og er gode i vores tilfælde da de gør brug af alle vores data, uden at opdele
i kategorier, og dermed undg˚ar informationstab.
7.4 Resultater
Først og fremmest vil vi her diskutere resultaterne for vores statistiske tests,
og dermed hvorvidt højderne af de to kæders kædespringvand var signifikant
forskellige. Dernæst vil vi diskutere vores arbejde med kædekonstanterne α
og β, og hvordan vores resultater passer med modellerne fra artikel 1 og 2.
Alle vores tests viser, at højderne for kædespringvandende for de to kæder
er signifikant forskellige ved højderne 450 cm, 517 cm og 830 cm. Resultater-
ne for vores statistiske tests viser alts˚a entydigt, at vores kæder er forskellige
ved disse højder. Fisher’s Exact Test, ANOVA og standardfejlen p˚a mid-
delværdien viste samtidig, at der er signifikant forskel p˚a højden 72 cm. Det
er tydeligt, at dette er tilfældet ud fra vores resultater. Dog s˚a vi at den lille
kæde havde sværere ved at lave et godt springvand ved 72 cm, end den store
havde. Det virkede som om det var svært at opn˚a et ideelt springvand for den
lille kæde ved den højde, og det er derfor værd at stille spørgsma˚lstegn ved
om der er en minimumshøjde for at lave ideelle kædespringvand. Standard-
fejlen ved middelværdien viste at der var signifikant forskel p˚a kæderne ved
alle højder. Denne test er forsimplet, først og fremmest fordi muligheden for
signifikant forskel mellem to grupper bliver større jo flere resultater man har,
da ∆x bliver mindre, jo større n bliver: ∆x = σ√
n
. Vi vurderer resultaterne
fra mere anerkendte tests som ANOVA, ANCOVA og Fisher’s Exact test som
mere troværdige end resultaterne fra standardfejlen p˚a middelværdien. Ud
fra det vurderer vi, at der ikke er signifikant forskel p˚a højderne 142 cm og
290 cm.
ANCOVA-testen sammenligner ikke vores datapunkter, men sammenlig-
ner i stedet de linære regressioner af vores data. Ved at plotte 95% konfi-
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densintervaller for vores linære regressioner, som vist i figur 5.3, ser vi at
konfidensintervallerne ikke overlapper ved højder over 290 cm, hvilket be-
tyder at kæderne er signifikant forskellige ved højderne over 290 cm. Dette
stemmer overens med resultaterne fra de andre tests vi har brugt. Dog over-
lapper konfidensintervallerne ved 72 cm, hvilket betyder at kæderne ved 72
cm, i følge ANCOVA, ikke er forskellige.
Ud fra vores statiske analyse kan vi alts˚a se at kæderne opn˚ar signifikant
forskellige kædespringvandshøjder ved nogle udkastshøjder. For at dette skal
passe med modellen, ma˚ kædernes α og β værdier alts˚a være forskellige, og
vi har derfor arbejdet med at udregne α og β værdierne for vores kæder ud
fra estimaterne i artikel 1 og 2, samt vores eksperimentelle data.
For at undersøge hvordan vores kæder var forskellige, har vi udregnet α
og β ud fra den første artikels estimat af inertimomentet og β. I den første
artikel, estimerer de at β ca er nul. Samtidig estimerer de inertimomentet for
deres kæde, som er den samme som vores store kæde, til at være Istor = mb
2
6 .
Da vores lille kæde vender p˚a 8 kugler i stedet for 6 som den store gør, vil
inertimomentet for den lille kæde være Ilille = mb
2
18 . Med estimaterne af inerti-
momenterne, samt hældningen af regressionslinjerne fra vores eksperimentelle
data, kunne vi udregne α. α for den lille kæde var næsten dobbelt s˚a stor
som α for den store kæde, hvilket burde betyde at den lille kæde ville opn˚a et
højere kædespringvand end den store kæde. Dette var modsat vores eksperi-
mentelle observationer, hvilket kunne betyde at estimatet af inertimomentet
var forkert i artikel 1. Vi regnede ogs˚a β ud med disse α-værdier og der fik vi
nogle numerisk store tal, som var negative. En negativ β-værdi betyder, at
gulver suger kæden til sig. Dette observerede vi heller ikke, og derfor ma˚tte
estimatet af inertimomenterne, der ledte til disse β-værdier, være forkerte.
I artikel 2 nævnes inertimomentet ikke som en del af modellen, hvilket ma˚
betyde at J. S. Biggins er g˚aet bort fra at estimere inertimomentet. I stedet
estimerede de α og β til at være ca. lige store. Vi udregnede α og β ud fra
metoden i artikel 2, og her fik vi nogle langt mere realistiske værdier, hvor
værdierne for den store kæde ogs˚a var større end for den lille kæde, hvilket
42
stemmer overens med vores observation, at den store kæde opn˚ar et højere
kædespringvand end den lille kæde. Det er værd at lægge mærke til at vores
α og β er væsentligt mindre end dem de kommer frem til i artikel 2, selv om
vores store kæde er den samme som de bruger i artiklen. Dette kunne dog
muligvis forklares ved, at vi har valgt at inkludere ikke-ide´elle punkter for
kædespringvandet i vores datasæt.
Selv om vi er kommet frem til nogle α og β værdier som er realistiske,
er det ikke ensbetydende med, at det er kædernes egentlige α- og β-værdier.
For at finde vores værdier for α og β, har det enten været nødvendigt at esti-
mere inertimomentet, for p˚a den ma˚de at finde α, eller at estimere at α og
β er ca lige store, for at kunne finde dem ud fra hældningen af vores linære
regression. Hvis vi kunne designe et nyt eksperiment hvor β kunne ma˚les
uafhængigt af α, ville man kunne komme nærmere kædens egentlige α og β
værdier. Dette kunne muligvis undersøges nærmere igennem eksperimentet
beskrevet i [4], hvor en kæde falder hurtigere end tyngdekraften. Her er intet
kædespringvand og dermed vil kædens α-værdi ikke have nogen betydning.
I dette afsnit har vi diskuteret vores arbejdsproces, s˚avel som vores resul-
tater. Ud fra dette har vi kunne se, at modellerne vi har efterprøvet, holder
til en vis grad, og vi har vist at vores metode har fungeret, og resultaterne
har været brugbare. I konklusionen samles der op, p˚a denne diskussion.
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Kapitel 8
Konklusion
I analyseafsnittet af denne rapport, beskrev vi hvordan det ikke var muligt
at bestemme kædekonstanterne α og β ud fra den model, og de formler, J. S.
Biggins og M. Warner opskrev i deres første artikel. Vi ma˚tte i stedet benytte
os af udvidelserne af modellen som de præsenterede i den anden artikel, for
at f˚a nogle resultater der kunne beskrive fænomenet, som det opførte sig i
vores eksperimenter. I den første artikel s˚a de bort fra β, da denne var tæt
p˚a 0, og vi opdagede, at da vi benyttede os af deres udregninger fik vi β-
værdier der til dels var negative, og til dels alt for store. Deres model tager
ikke højde for, hvor ofte kæden bliver sammenfiltret under kædespringvand,
hvilket har haft stor betydning for de værdier vi fik. Det tyder alts˚a p˚a at
sammenhængen mellem h1 og h2 ikke nødvendigvis er s˚a lige til som den
første artikel lægger op til. De konklusioner vi kan drage ud fra arbejdet
med artiklerne er ikke entydige, men der viste sig en tendens til, at vores
resultater lagde sig relativt tæt op af de observationer de lavede i den første
artikel for vores store kæde, og at vores resultater for den lille kæde er længere
fra deres observationer. Dermed kan man sige at deres model i nogen grad
er brugbar til at forudsige kædespringvandets opførsel, men ikke forma˚r at
forklare fænomenet i lige s˚a høj grad. Vi kan konkludere at deres modificerede
model er en klar forbedring over den første model, og i høj grad er i stand
til, at beskrive kædespringvandsfænomenet, men den ser bort fra ikke-ide´elle
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tilfælde, og der kan laves forbedringer af den.
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Kapitel 9
Perspektivering
Vores arbejde med kædespringvandet har langt fra svaret p˚a de spørgsm˚al
som denne nyopdagelse har stillet, men har kun været en lille brik i svaret
p˚a, hvorfor kæderne opfører sig som de gør. Som vi har vist i vores rapport er
der stadig uforklarede aspekter ved kædespringvandet, som skal undersøges
nærmere. Modellerne vi har arbejdet med forklarer ikke i fuld grad den for-
skel der er p˚a kæder af forskellig størrelse. Dette har formentlig en del at
gøre med hvordan kædespringvandet formes, og i hvilken grad kæden sam-
menfiltres under forsøget. Det er stadig uklart hvorfor en mindre kæde er
mere tilbøjelig til at sammenfiltres, og dette er formentlig grunden til at den
ikke n˚ar den samme gennemsnitlige højde som en større kæde. Det er et
meget nyt felt, og der er en rivende udvikling, s˚a det er meget muligt der
snart vil være svar til alle disse spørgsma˚l. Før dette sker, bør man arbej-
de p˚a at forklare sammenhængen mellem det kædespringvands som der s˚as
i Biggins og Warners forsøg, og det springvand der blev observeret i Han-
na og Santangelos artikel om kædespringvand der opstod ved en kæde der
l˚a horisontalt p˚a et bord [2]. Det er rimeligt at antage, at der er anvendel-
ser at finde udenfor en rent teoretisk interesse. Biggins og Warner fremhæver
brugbarheden af den nyfundne viden indenfor felter s˚a forskellige som tekstil-
branchen, ingeniørfeltet eller arbejde p˚a rumbaser. Der er muligheder for at
optimere p˚a industrielle processer der allerede bliver benyttet, hvilket kan
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føre til en budget-optimering samt at spare p˚a energi benyttet ved disse.
Vores undersøgelse af fænomenet vil primært kunne bruges til at vise hvor
modellerne vi har arbejdet med, stadig mangler at blive udvidet. Derudover
har den kunne vise at kædespringvand ikke er et s˚a ensartet fænomen som
det har virket til, men at det snarere opfører sig idiosynkratisk under flere
forhold.
I løbet af vores arbejde med kædespringvandet er vi stødt p˚a en tredje
artikel [7] der forsøger at give en alternativ forklaring p˚a hvad der er a˚rsagen
til springvandet. Havde vi haft mere tid ville vi gerne have inddraget den i
vores arbejde og evt. have opstillet et forsøg til at efterprøve den nye model
der præsenteres i artiklen.
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Kapitel 10
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Bilag A
ANOVA tabeller og boksplot
I dette appendiks har vi placeret de tabeller der viser resultaterne af vo-
res ANOVA test. Ud over tabellerne har vi ogs˚a placeret et boksplot der
illustrerer forskellen p˚a de to kæder.
ANOVA testen er udført i MATLAB med kommandoen anova1.
I tabellerne er SS sum of squares, df er degrees of freedom, MS er mean
square (MS = SS/df), F er F-forholdet/F-statistikken (F = MSbetween/MSwithin)
og p-værdien er den værdi vi sammenligner med vores signifikansniveau.
I boksplottene er den lille kæde øverst og den store kæde nederst.
h1 = 72 cm
SS df MS F p-værdi
Between groups 86,64 1 86,64 76,2 1,34612 · 10−8
Within groups 25,013 22 1,137
Total 111,653 23
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h1 = 142 cm
SS df MS F p-værdi
Between groups 48,622 1 48,6225 4,06 0,0563
Within groups 263,587 22 11,9812
Total 312,21 23
h1 = 290 cm
SS df MS F p-værdi
Between groups 147,2 1 147,201 3,63 0,0679
Within groups 1054,32 26 40,551
Total 1201,52 27
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h1 = 450 cm
SS df MS F p-værdi
Between groups 2165,23 1 2165,23 33,14 8,62506 · 10−6
Within groups 1437,5 22 65,34
Total 3602,73 23
h1 = 517 cm
SS df MS F p-værdi
Between groups 2024,7 1 2024,7 23,76 4,68503 · 10−5
Within groups 2215,87 26 85,23
Total 4240,57 27
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h1 = 830 cm
SS df MS F p-værdi
Between groups 3478,93 1 3478,93 20,3 8,81239 · 10−5
Within groups 5312,68 31 171,38
Total 8791,61 32
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Bilag B
Data fra vores forsøg
I dette appendiks er alle vores data opskrevet i tabeller. h1 angiver højden
fra gulvet og op til bunken. h2 angiver højden fra bunken og op til toppen af
kædespringvandet.
Stor Lille
h1 h2 h1 h2
72 17,0 73 9,9
74 14,4 73 10,2
75 16,5 73 10,8
76 13,1 73 11,1
76 14,5 73 11,3
76 14,9 74 11,4
76 15,2 76 9,2
78 12,5 77 11,2
78 13,2 78 10,7
78 14,6 80 11,2
81 14,5 81 11,6
82 13,8 82 10,0
144 13,3 143 16,6
144 17,0 143 18,5
144 22,6 143 18,5
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Stor Lille
h1 h2 h1 h2
145 14,9 145 14,8
145 23,7 145 22,1
146 21,0 146 12
147 19,3 146 18,2
147 20,7 148 10,7
147 23,3 148 14,1
147 23,3 149 17,8
149 15,5 150 20,2
149 18,7 291 32,5
150 20,7 291 33,0
291 49,7 291 37,7
292 44,0 292 32,5
292 57,0 292 34,7
293 38,8 292 37,2
293 43,4 292 51,2
293 44,6 293 35,6
295 29,1 293 40,5
296 39,1 294 39,3
296 40,5 294 43,0
296 41,7 294 46,2
297 47,0 295 30,1
298 32,3 299 36,3
298 41,5 451 32,5
302 45,3 451 44,1
451 54,8 451 50,5
451 61,5 452 37,4
451 77,9 452 39,6
452 50,9 452 50,1
452 58,5 453 39,8
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Stor Lille
h1 h2 h1 h2
453 48,8 453 43,7
453 61,3 454 41,7
453 74,4 454 48,6
454 76,2 455 44,9
455 55,9 455 47,9
458 58,6 458 33,6
518 66,8 518 51,2
518 70,0 518 55,1
519 55,7 519 46,1
521 40,4 519 48,3
521 68,2 520 35,5
521 75,5 521 32,6
522 47,7 521 35,1
522 49,5 521 39,7
522 57,2 521 41,5
522 59,4 521 44,6
522 68,1 521 51,4
522 80,5 521 51,9
524 63,8 522 44,6
528 58,9 522 46,0
830 79,7 830 71,4
831 48,9 830 71,7
831 63,3 831 40,7
831 68,0 831 42,2
831 73,5 831 44,5
831 80,8 831 49,5
831 81,3 831 57,9
831 108,4 831 71,7
832 75,1 831 75,1
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Stor Lille
h1 h2 h1 h2
832 75,2 832 43,3
832 79,1 832 61,7
832 81,5 832 62,9
832 89,8 833 47,4
833 69,1 833 51,3
833 80,3 834 51,3
834 78,8 835 38,1
840 52,2
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